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* Ajustamento

Resolver o seguinte sistema de equagdes lineares:

X+2*y-2*z=-1 1 2 -2|x| |-1
3 x=-2*y+z=2 3 -2 1 = 2
2% x=3*y+2*z=2 2 -3 2|z 2

1 2 -2 X -1
A=|3 -2 1 X=|y L=|2
2 -3 2 z 2

1
ATX =L A=[12-23-21;2-32); > X=|2
ATHARX =ATRL L= 12,2
[*X =X =A?*L X = inv(A)*L

2

* Ajustamento

Resolver o seguinte sistema de equagdes lineares:

X+2*y-2*z=-1 1 2 -2 5 [-1
3*x-2* y+z=2 3 -2 1% |2
2*x=-3*y+2*z=2 2 -3 2 = 2
3*x-y+2*z=6 3 -1 2 |86

1 2 -2 -1]

X

acld 7201 XzM L] 2

2 -3 2 5 2

3 -1 2 6 |

A* X =L




* Ajustamento

I
Dada a inconsisténcia das equagdes, podemos ter 4 solugbes diferentes:

a) Sistema composto pelas equagBes 1, 2e 3 {1 0000]
> X =|2,0000

1 3,0000] 10,8667

b) Sistema composto pelas equagdes 1, 2 e 4 2> X =|1,5333

) Sistema composto pelas equagdes 1, 3 e 4 _0, 857:[ ‘2’ 4667’
>X =|15714

2,50001 _

- - 0,8889

d) Sistema composto pelas equagBes 2, 3 e 4 2> X =|1,5556

_2, 4444
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* Ajustamento

A*X =L

AT*A* X = AT*L

(A™* % X =(AT*L)

(A% A (ATH X S ATF A (AT EL)

X =X 5 AT A (AT*L)

A1) =[3-12] 08668
L(4,1) = 6; > X=| 15527
X = inv(A*A)*(A*L) 24771

* Ajustamento de Observagoes
1

Quando as medidas ndo sdo feitas diretamente sobre as grandezas
procuradas, mas sim sobre outras relacionadas matematicamente...

Método paramétrico & L, = F(X,)
Os valores observados ajustados podem ser expressos
explicitamente como uma fungdo dos parametros ajustados.

Método dos correlatos = F(L,) = 0
Os valores observados ajustados devem satisfazer determinadas
condigBes (erro de fechamento = zero).

Método combinado = F(L,, X,) = 0
Os valores observados ajustados e os parametros ajustados sdo
ligados por fungdo ndo explicita (ndo se consegue separa-los).
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* Ajustamento: Método Paramétrico

ISejam:
L, = Vetor (n X |) dos valores observados;
V = Vetor (n X |) dos residuos;
L, = Vetor (n X I) dos valores observados ajustados.

L =L, +V

X0 = Vetor (u X I) com valores aproximados dos parametros;

X = Vetor corregdo (u X I);

Xa = Vetor dos parametros ajustados (um dos objetivos).

X, =X, + X

Quando os valores observados ajustados podem ser expressos explicitamente
como uma fung&o dos parametros ajustados, isto é, quando se verifica 0 modelo
matematico: L, = F(X,)  dizemos que o ajustamento se processa pelo
método paramétrico.

* Ajustamento: Método Paramétrico
I

L. =F(X,)
Substituindo o primeiro membro e linearizando o segundo:

oF
L, +V = F(X, + X) = F(X,) ¥~
b (Xo+X) =F(X,) X

*

alx,=x,
Designando a fungdo dos parametros aproximados: Ly = F(Xo)
e a matriz das derivadas parciais — ai
E -

tem-se: | +V =L, +AX
ou V=AX+L,-L,

Fazendo-se: | = |_0 - |_b

Obtem-se o modelo linearizado do método paramétrico nVl: nAJu Xl+nL1

* Ajustamento: Método Paramétrico

Vi oA Xit L

of, of, = of
v, 0%y 0%y, 0X,, X |1
T 0% 0%, %y | | |*
AR S SR

0Xy 0%, 0%, %
O indice na parte inferior direita da matriz dos coeficientes das incognitas
lembra que as derivadas parciais sdo calculadas numericamente com os
valores aproximados das incognitas.

_of [i=12..n
Fazendo: 'oox, [j=12..0

a primeira linha se escreve: V= &% + &,X, +...+a,X, +1;




* Ajustamento: Método Paramétrico

I
Consideragoes sobre a Matriz dos Pesos

Se as observagdes ndo oferecem o mesmo “grau de confianga”, podemos
“homogeneiza-las” multiplicando-as por “pesos”, isto €, por valores tanto
maiores quanto maior a confianga que inspiram (quanto menor o valor de g2)

1
Q=— zL,
UO
Se a matriz Q for ndo singular admitird uma inversa
Q'=oixLy=P

que recebe o nome de matriz dos pesos.
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* Ajustamento: Método Paramétrico — EquagGes Normais

I
Minimizando a forma quadratica fundamental, obtemos sucessivamente:

@=VTPV = (AX + )T P(AX +L)=min
@=(X A+ [)PAX +L) = X" APAX+ XTATPL+ L'PAX + L"PL = min

onde segundo e terceiro termos sdo iguais... (1Xu*uXn*nXn*nX1)
@= X' APAX+2X"APL+L"PL=min
Igualando a zero a derivada primeira em relagdo a X:

g—z:ZATPA)HZATPL:O >  X=—(APAL(APL)

Fazendo: N= APA e U=APL 3 X=-NWU

cujas componentes convertem os parametros aproximados em ajustados:

X, = Xo+ X

* Ajustamento: Método Paramétrico - MVC

|
a) Antes do ajustamento necessitamos estimar > L, ¥ P= Ug > L;l
b) MVC das corregBes 3
X=-N"U=-N"A'PL=-N"A"P(L, -L,)
X =-N"A"PL,+ N"A'PL,
Aplicando a lei de propagagdo das covariancias Zx =GX L,JGT
G=N*'AP
G" = PPAN? = PAN™? (Pe N sdo matrizes simétricas)
>, =(NTA'P)X L, (PANT)
2y =( N7AT P)JDZP’I(PAN’l) = UDZ NTATPAN™ = 0.02 NNN™

— A2n11
2y =0,N




* Ajustamento: Método Paramétrico - MVC

cl) MVC dos parametros X, = X, + X
YX, =X X=3g2N"!
d) MVC dos valores observados ajustados
L=l +V =L, +AX+L=1,+AX+L,-L,
L, = AX+L,
Y =AE A =G ANTA
e) MVC dos residuos

DIVED DI
Y, =G2(ANTA - PY)

01/09/2014

13
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
Varidncia a posteriori
T
- VTPV
Oy =—
n—-u
n = equagBes de observagdo
u = parametros
n—u = graus de liberdade
T — T T
V' PV=X'U+LPL
14

* Ajustamento: Método Paramétrico

I

Analise da Variancia a posteriori: estimador imparcial da variancia a priori
52 VTPV _VTPV

0

n-u 14
Qualidade do ajustamento: Comparagdo entre O'g e 55
A2 2
Se g; > 0,

> A qualidade das observacdes é pior do que a suposta.
Observac6es foram superestimadas!

A2 2
Se g; < g;

> A qualidade das observacoes é melhor do que a suposta.
Observac6es foram subestimadas!




* Ajustamento: Método Paramétrico

|
Analise da Variancia a posteriori: estimador imparcial da variancia a priori

., VTPV VTPV

0'0 -
n-u 14

Qualidade do ajustamento: Teste de hipotese

x o . 2 _ a2
Hipotese basica H o 05 =0,
Hipétese alternativa  H, g'g # g"'g

) ._0: _V'PV
Calculo & X =—V= 5
UO UO

2 2 2
Da tabela, exemplificando com o = 5% 9 Xy 256 <X~ <X, 975%
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I

Uma linha de nivelamento foi feita ligando dois pontos A e D de altitudes
conhecidas H, = 785,53m e H,, = 842,00m, conforme figura abaixo.

O sentido da seta indica a diregéo da estagdo mais elevada.

Os pesos das observagdes sdo inversamente proporcionais aos comprimentos
das linhas. As observagdes ndo sdo correlacionadas.

Calcular as altitudes dos pontos B e C ajustadas usando ajustamento

paramétrico.
B Segdo | Desnivel (m) | Distancia (km)
d1 d2 @ D | AB=h, 32,54 2,0
h1 h2 BC=h, 5,93 1,0
h3
A . CD=h, 17,97 2,5

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético h§ —h, = 3254+,

L,=L,+V > hé —hi = 593+v,
h, —hg = 1797+v,

b) Matriz das observagoes

32,54
L, =| 5,93
17,97
c) Matriz dos Pesos
1/2 0 0
P=[ 0 1/1 O
0 0 1/25




* Ajustamento: Método Paramétrico
I

d) Solugdo inicial aproximada: Modelo linear

—-785,53
Xo=0 > L, =F(Xy)= 0
842,00
e) Calculo de L
-785,53- 32,5 - 818,0f
L=l,-L, = 593 =

=| -=5,93
842,00- 17,97 824,0
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

f) Matriz A

Equacdes

Pardmetros  me—p- hB hc /

1 0 Equagdo 1
A=1-1 1 Equagdo 2
0 -1 Equagdo 3

No FreeMat...

Lb = [32.54;5.93;17.97];
Lo = [-785.53;0;842.00];

L=Llo-Lb;

P = inv(diag([2; 1; 2.5]));

A=[10;-11;0-1]; 20

* Ajustamento: Método Paramétrico
I

g) Equagdes Normais

o[ 15000 - 1p000
N=APA= {— 1p000 14000

—-403,1050 - 818,080
= Al = ! = - =
U=A PL—[_335’54ZJ X=-N"U [824'01Gjm

h) Vetor dos Residuos

10909
V = AX+L =| 05455/*10?

13636

21




* Ajustamento: Método Paramétrico

I
i) Variancia a posteriori

.. _V'PV _V'PV
0’ [

== = 16364*10™
° n-u 3-2

j) MVC dos parametros
o 20826 14876
Yy =ONTt= *
X 0 14876 22314

-4

o, =144m o, =14%m

22
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* Ajustamento: Método Paramétrico

1
Para modelos lineares ndo se precisa de valores aproximados...

= O mesmo problema pode ser resolvido de outra forma (se Lo = 0):

X=-N"U

X =-(APA™.(APL)

L=L,-L,

P =1 € Setodas as observacBes tem 0 mesmo peso...

X =—(AAA(L, - L,)
L, =0
X =(ATA(ATL,)

23

* Ajustamento: Método Paramétrico

0 quadro e o esquema que se seguem resumem um nivelamento geométrico
que partiu da referéncia de nivel A, de altitude nula; as setas indicam o sentido
em que o terreno se eleva.

A

LINHA | DESNIVEL | COMPRIMENTO
(m) (km)
1 6,16 4
2 12,57 2
3 6,41 2
4 1,09 4
5 11,58 2
: o 6 5,07 4

Estimar as altitudes das estagdes B, C e D pelo método dos parametros.

Obs.: Tomar pesos inversamente proporcionais ao comprimento das linhas.

24




* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

25
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz das Observagoes c) Matriz dos Pesos

26

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) Matriz A e) Equagdes Normais

N=APA

U=-APL

27




* Ajustamento: Método Paramétrico

|
f) Vetor dos Residuos

V=AX+L

28
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
g) Variancia a posteriori

., VPV _V'PV
g, = =
n-u 6-3
h) MVC dos pardmetros

— A2n\171 —
2y =O0,N" =

29

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

30

10



* Ajustamento: Método Paramétrico
I

Realizar o ajustamento da rede de nivelamento esquematizada abaixo.

A altitude do ponto A é conhecida (H, = 800,00m).

LINHA | DESNIVEL (m) | DISTANCIA (km)
1 25,42 18,1
2 10,34 9,4
3 35,20 14,2
4 15,54 17,6
5 21,32 13,5
6 4,82 9,9
7 31,02 13,8
8 26,11 14,9

31
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

32

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz das Observagoes c) Matriz dos Pesos

33

11



* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) Solugdo inicial aproximada: Modelo linear

34
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Calculo de L

35

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
f) Matriz A

36

12



* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

37
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Equagdes Normais

N = APA=
U=A"PL
V=AX+L=
X=-NU

38

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
f) Variancia a posteriori

., VPV _V'PV
g, = =
n-u 8-4
g) MVC dos pardmetros

2y :a'ozN_l:

39

13



* Ajustamento: Método Paramétrico

I
Ajustamento de uma rede de nivelamento geométrico
- Pesos inversamente proporcionais ao comprimento das linhas

01/09/2014

Linha | Desnivel (m) | Distancia (km)
1 10,038 1,14

2 8,297 2,84

3 1,949 3,21

4 5,217 6,03

5 10,244 6,75

6 1,562 0,84

7 4,837 2,94

8 3,370 2,01

9 15,979 5,28

Altitudes conhecidas
Ha = 33,831m; Hg = 19,316m; H¢ = 2,791m

40

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

41

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
b) Matriz das Observagoes

42

14



* Ajustamento: Método Paramétrico

I
c) Matriz dos Pesos

43
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) Matriz A

44

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

45

15



* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Equagdes Normais

N=APA=
U=APL
V=AX+L=
X=-N"U

46
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
f) Varidncia da observagdo de peso unitério a posteriori

&ZZVTPV: V' PV
° n-u 9-5

47

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
g) MVC dos parametros

Xy, =Iy =8N

48

16



* Ajustamento: Método Paramétrico

|
h) Pardmetros ajustados com precisoes

49
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
Calcular a distancia ajustada AD e o seu erro estimado, dada a figura abaixo
e as observagdes. Assumir pesos iguais.

I3
’2
y-———f,————-l
AL NE. NE AP
X1 X3 X3
I
I Is
'6
Observagdes | Distancias (m) | Observages | Distancias (m)
1 100,01 4 99,94
2 200,00 5 200,02
3 300,02 6 299,98

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

17



* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz das Observagoes ¢) Matriz dos Pesos

01/09/2014

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) Matriz A

No FreeMat...

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Equagdes Normais

N = APA=
U=-APL,
V=AX-Llb=
X=-N"U

18



* Ajustamento: Método Paramétrico

|
f) Varidncia da observagdo de peso unitério a posteriori

.~ VTPV _V PV
o =—=—
n-u 6-3
g) MVC dos pardmetros
Xy, =X =GN

01/09/2014

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
h) Distancia ajustada AD

AD =X, + %, + X, =

o=l i1 a' =

* Ajustamento: Método Paramétrico

As duas escalas abaixo representadas sdo uniformes; foram realizadas seis
leituras da escala B em correspondéncia a valores cheios da escala A:

A B 50 100 150 200 B
1 1
7] 6310 6 7 B EVRL P T T
8| 89,15
10| 141,40
12| 193,45
13| 21950 As observagdes ndo sdo consistentes entre si. Ajustar os
. valores observados exprimindo uma unidade da escala A em
14| 245,60 unidades da escala B.

19



* Ajustamento: Método Paramétrico

a) Modelo matematico

L, = F(X,)
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I
b) Valores aproximados (esquecendo-se que o modelo € linear)

« =[¥]_[ 630
°7|x¢ || 2605

Ly = F(X,) L=L-L

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz A

c) Equagbes normais: N e U (fazendo P=I)

N=AA
Nt=
U=AL

X:—N*U:[&}
X2

60

20



w

Ajustamento: Método Paramétrico

d) Parametros

e) Conjunto de observagdes ajustadas

X, =X, + X

61
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* Ajustamento: Método Paramétrico

d) Residuos

V=AX+L

e) Variancia a posteriori
> VTPV _
Oy =—=
n-u
f) Variancia dos parametros ajustados

AT

62

* Ajustamento: Método Paramétrico

IDeterminar as coordenadas planas

(x,y) do ponto P, a partir da medida B
de trés distncias de pontos
conhecidosA,Be C, aP. A

[pono | x(m) | vim)_| ]

A 200,00 400,00
B 600,00 700,00
C 1100,00 300,00

Coordenadas aproximadas de P = (585,00; 112,00)m
Distancias medidas com= 0,05m
AP =499,92m
BP =600,02m
CP =538,48m

63

21



* Ajustamento: Método Paramétrico
I

1) Modelo Matematico

64
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* Ajustamento: Método Paramétrico

2) Modelo linearizado por Taylor AX+L = V
a) Calculo de L

65

* Ajustamento: Método Paramétrico
I

L=L,-L,

66

22



* Ajustamento: Método Paramétrico

|
b) Célculo da matriz A

al, o,
o0y,
_OF| _|al, al,
_%xn N 0X, Tya
O Oy

0x, 0y, o

67
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
c) Matriz dos Pesos pP=Q'= 0.02 le
5

d) Calculo de N1
N=APA

68

* Ajustamento: Método Paramétrico

e) Calculo de U

U=APL

f) Célculo das equagGes normais

X=-N"U
g) Parametros
X, =X, +X

69

23



* Ajustamento: Método Paramétrico

! No FreeMat...

70
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* Ajustamento: Método Paramétrico

! No FreeMat...

71

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
g) Parametros

X, =X, + X

h) Variancia da observagdo de peso unitério
VTPV =LPL+X"U

-2 VTPV
Oy =
n-u

72

24



o

Ajustamento: Método Paramétrico

|
i) MVC dos parametros
Ty, =Ty =N

73
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o

Ajustamento: Método Paramétrico

]
j) Valores observados ajustados

V=AX+L

L =L, +V

74

o

Ajustamento: Método Paramétrico

lSéo conhecidas as coordenadas dos vértices Py, P,, P; e P, e foram observadas
as distancias dos mesmos a uma estagdo desconhecida P, bem como o dngulo

P4PP,. Calcular as coordenadas da estagdo P.

x (m)

y (m)

Py

842,281

925,523

P

1337,544

996,249

Ps

1831,727

723,962

Py

840,408

658,345

I Distancia (m) +m
Iy 244,512 0,012
I, 321,570 0,016
Iy 773,154 0,038
Iy 279,992 0,014
Angulo
123°38°01,4" | 20"

Solugdo aproximada

X, = 10652 8252]"

75
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

1) Modelo Matematico

Xoa=[% Val'
122104y =4/(x —%)?+(Y - Ya)? € i=14
2210wy =gt (2R 4yg (e

2" Ya 1~ Ya

L. = F(X,)

76
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

1) Modelo Matematico

=12 4w = (6 %) + (- )
1221247, = (% = %)+ (¥, - ¥,)?
3218 4w, = (6 = %)+ (¥5 - ¥a)?
12212 +v, =% = %)% + (Y, — Vo)
12 =12 +v, =tg (2 :X“)+tg‘1(x’°‘__;(1)

2 a 1

77

* Ajustamento: Método Paramétrico

2) Modelo linearizado por Taylor AX+L = V
a) Calculo de L

L=L-L, =F(X,)-L,
X, = 0652 8252]"

Para o calculo de L, substitui-se X, por X, no modelo matematico.
L, sdo as observagoes efetuadas.

19=/ @42281-1065 2§ + ©2523- 8252)° =
1=
19=
19=
9=

78
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

L=L,-L,

01/09/2014

79
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
b) Célculo da matriz A al, _ x-X A, _ Y-V e i=14
. -V )
Lo % Oy X=X Ol vy,
a a 0X, |
O | e
0x, 0y, al _ _
JOF] (Y Ol 437;&:_yzlzyfuryllzya
oXaly | 0%, dy, i = *
Ay Oy | D XX XX
ax, oy, o, 1, L
Oy, O,
LOX, 0, ], %,
80
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
c) Matriz dos Pesos pP=Q'= 0.02 le
d) Calculo de N1
N=APA
81
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Calculo de U

U=APL

f) Célculo das equagGes normais

X=-N"U
g) Parametros
X=X, +X

h) Variancia da observagéo de peso unitério
VTPV =LPL+X"U

., _V'PV

(o}

° n-u

82
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
i) MVC dos parametros
Ty, =Ty =N

83

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
j) Valores observados ajustados

L=L,+V

V =AX+L

84
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

85
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

86

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

87
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* Ajustamento: Método Paramétrico

Calcule as coordenadas cartesianas de um receptor GPS, no WGSx®asel
um unico instante de observagéo T, sendo dadas as coordenadas cartisidnas
satélites, no sistema WGS-84, no mesmo instante T, e as pseud@idisi@odigo
C/A) observadas para os satélites. Calcule também os residuogjio piedréo, a
variancia a posteriori, e o fator GDOP. Para efeito deste @alayligenciar os

demais termos da equagéo da pseudo-distancia. )
Coordenadas XYZ aproximadas iniciais da estagad-ator GDOP =4/ tra(;o(N )
[ xm [ v | zm |

Pseudo-distancias|
Efemérides transmitidas dos satélites (WGS-84) observadas

[isv# | GPStime() __ x(m) | () | _zm |
3

21600,00  14205954,236 -4194834,743 -22400539,

[ m
17 2160000 9056691070 -16873854,251 -18641462,210240111846767

20 21600,00 19430645,714 -17416883,593 4840946,
23 21600,00 17393573,455 -19867331,192 1287494,
88
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

1) Modelo Matemético

=104y = (4 - %)+ (1, - o) + (2 - 2,)?
12 =124V, = (%~ %)+ (Y, ~ V)’ +(2, - 2,)°
12 =124V, =4 (6 = X)7 + (Y5~ Vo) + (2 - 2,)°
12212 +v, =06 %)+ (e~ ¥2)* + (2, - 2,)°

* Ajustamento: Método Paramétrico
I

2) Vetor das observagdes

3) Fungdo dos parametros

12 =104y, = (X =)+ (%~ Yo)? + (3~ %)

Ly = F(X,)

90
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
4) Modelo linearizado por Taylor AX+L =V
a) Calculo de L

91
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
b) Célculo da matriz A

o, ad, d,
ox, 0y, 0z,
dl,, adl, d,
_OF| _|ox, dy, 0z
Toxd,, |0l Ol Ol
ox, 0y, 0z,
O, 0, 0l
ox, 0y, 0z |, % miz X =%
0,y
: Oy _ Y-V,
i=14 > ay, N
Ny _2-2
0z, |

92

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
c) Matriz dos Pesos pP=Q'= 0.02 P

1000
0100
P=
0010
0001

d) Célculo de N

N=APA

93
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
e) Calculo de U

U=APL
f) Calculo das equagBes normais
X=-N"U
g) Pardmetros

X, =X, + X

94
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* Ajustamento: Método Paramétrico

!5) Iteragdo #1
X=-N"U
X, = X, + X

6) Vetor de residuos

V=AX+L

95

* Ajustamento: Método Paramétrico

|
7) Variancia a posteriori: estimador imparcial da variancia a priori

VTPV =LPL+X'U
.. VPV
Oy =

n-u

96
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o

Ajustamento: Método Paramétrico

| ~
8) Teste de hipétese: comparagio entre g € J;

Testamos a hipdtese basica: H : g2 = §2

contra a hipétese alternativa: H, g'g Fa é'g

e _62 _V'PV
comparando o valor calculado Y = — V= 5
(4 [

com os valores tedricos (tabelados) XVZ a2 € ,\/V2 a2

A hipdtese basica ndo € rejeitada, ao nivel de significancia a, se

2 *2 2
Xv,a/z <X </YV,1*L7/2

01/09/2014

97
* Ajustamento: Método Paramétrico
|
7) Variancia a posteriori: estimador imparcial da variancia a priori
VTPV =LPL+X'U
., VPV
Oy =
n-u
De tabela (qui-quadrado), para a = 5%, obtem-se:
98
* Ajustamento: Método Paramétrico
|
9) MVC dos parametros
Yy, =Ex = 0N
99
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
10) Valores observados ajustados

L=L,+V

100
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

101

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

102
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

As campanhas de nivelamento geométrico
realizadas no porto de Imbituba em 2005
permitiram o estabelecimento da rede de
nivelamento indicada na figura onde a RN
IAGS 3M possui uma altitude igual a

6,5553m e as setas indicam o sentido no
qual o terreno se eleva.

01/09/2014

103
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
TABELA AL1 - OBSERVACOES DE CAMPO — NIVELAMENTO GEOMETRICO
Segdo RRNN ocupadas | Desnivel Observado | Comprimento da Seqdo
(D) ’ (m) o

D  IAGS3M-3010B 2,92432 904,475
Dg™ 3010B - 4X -0,83761

D 4X - IMBI 1,86628

D IMBI - PORT3 -4,48378

)3 o PORT3 -~ CBD3A 0,11601

D™  CBD3A-IAGS 3M 0,41485

Dy CBD3A-UFPR2 -4,31066

D:"’ UFPR2 - 3012X 0,17910

Dy 3012X - 3012Z 0,08988

Dy 3012Z - CBD3A 4,04480

D{*  IAGS 3M-UFPRI 033382

D;“:" UFPRI - CBD3A -0,74860

DY UFPR2 -3012Z 0,26859

Dy PORT3 -3012X -4,01655

DY 3012Z - 3010A 4,06107

D 3010A-1AGS 3M 0,39461 104

C

Ajustamento: Método Paramétrico

Com referéncia a figura abaixo, os seguintes angulos foranvatlesr

‘Nome Angulo Observagdo. A
Iy AOB 10°00'00" B
I, BOC 8°00'00" o
I3 AOC 18°00'07" c
Iy CoD 5°00'00" b
I DOE 12°00'00"
lg BOE 25°00'12" 420000 E
242000
AMVC dos angulos observados €Y, = 024200 em segundégle
002420 arco
000242
Estimar o angulo COD. 00002 4

105
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

106
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz das Observagoes c) Matriz dos Pesos

107

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) Matriz A

e) Solugdo Inicial

108
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
) Equagdes Normais

N = APA=
U=APL=
X=-N"U

109

01/09/2014

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
g) Varidncia a posteriori =» Observagdes foram superestimadas!

.. VTPV _V'PV _
0j=——=——=
n-u 6-4

h) Andlise da qualidade do ajustamento: Teste de hipdtese
_ . . 2 _ A2
Hipétese basica H o 05 =0,

Hipdtese alternativa  H, g'g # g"'g

) ._0: _VTPV
Calculo>» XY =—V= > =
UO UO

Da tabela, com a = 5% =

110

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

111
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* Ajustamento: Método Paramétrico

Ma qualidade de ajustamento: Possiveis causas

a) MVC dos valores observados;

b) Residuos excessivamente grandes em decorréncia de falta groaseira
erros sistematicos;

¢) Modelo matematico ndo consistente com as observagdes;

d) Sistema mal condicionado;

01/09/2014

e)etc...
112
* Ajustamento: Método Paramétrico Vol
Mictosoft
Equation 30

No exercicio anterior, sejam as observagdes realizadas com desvio padrdo

=5"
25 0 0 0 0 O
0 25 0 0 0 O
0 0250 0 O
- =5" > =
0, =5 sz0002500
0 0 0 0 250

0 0 0 0O 0 25
> §2=08364

Tendo em vista as observacdes efetuadas, verifica-se que pizdido de
5" é subestimacéo de preciséo.

113
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
i) Parametros e MVC
Intervalo de confianga de 99%
114
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* Ajustamento: Método Paramétrico
|

No FreeMat...

115
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* Ajustamento: Método Paramétrico
|

0 quadro e o esquema que se seguem resumem um nivelamento geométrico
que partiu da referéncia de nivel A, de altitude 675,234m; as setas indicam o
sentido em que o terreno se eleva.

LINHA | DESNIVEL | COMPRIMENTO

(m) (km)
1 10,164 3,83
2 20,741 2,11
3 10,577 1,98
4 1,799 4,56
5 19,107 2,35
6 8,366 4,78

Estimar as altitudes das estagdes B, C e D pelo método dos parametros.
Obs.: Tomar pesos inversamente proporcionais ao comprimento das linhas.

116

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matemético La = Lb +V

hi —H, =10164+v,
hi —H, = 20741+v,
h? —hi = 10677+v,
hd —H, = 1799+v,
hg —hd = 19107+,
h2 —h? = 8366+,

117
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
b) Matriz das Observagdes ¢) Lo = Vetor aproximagdo com parametros

118

01/09/2014

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
d) MatrizL = Lo - Lb

119

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
e) Matriz dos Pesos

120
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o

Ajustamento: Método Paramétrico

I
f)

Matriz A g) Equagdes Normais
N = ATPA
U=APL

121
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* Ajustamento: Método Paramétrico

|
h) Matriz dos residuos V

V=A*X+L

122

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
i) Variancia a posteriori

VTPV :VTPV _
n-u 6-4

j) Andlise da qualidade do ajustamento: Teste de hipStese

=» Observacdes foram subestimadas!

A2 —
O, =

g o . 2 _ A2
Hipotese basica H o 05 =0,
Hipdtese alternativa  H, g'g # g"'g
) ._0: _V'PV
Calculo>» XY =—V= 7=
UO UO

Da tabela, com a = 5% =

123
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

124
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* Ajustamento: Método Paramétrico

k) Andlise da varidncia a posteriori

125

* Ajustamento: Método Paramétrico

1) O que acontece se multiplicarmos por uma escala a matriz dos Pesos?

SITUAGAO
Vetor das corregdes X Invariante
Vetor dos residuos V' Invariante
MVC dos parametros =, Invariante

Variancia a posteriori MUDA

126
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I
1) Resolva o seguinte sistema de equagdes néo lineares usando o métudoitias
quadrados (MMQ). Use a aproximacéo inicial: xo = 2,1 e yo = 0,45, e faca apenag
uma iterag&o. ) )
x?+3xy-y?=70 21 70
7x% -3y? =552 Xo :[045} L, =| 552
2x - 6xy +3y? =-12 ' -12
100
P=|{0 1 0
001
127
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

128

* Ajustamento: Método Paramétrico
I
2) Um certo fenémeno tem variacdo y linear com respeito a x gy+b). O valor y
foi medido para diferentes,xconforme dados abaixo. A abcissa x é considerada sem
erro. Calcule os valores ajustados dos parametedsda fungéo linear. [x Ty medido)
-6 0,10
-4 0,97
-2 2,06
0 3,11
129
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* Propagacdo de Variancias e Covaridncias
I

2
3) Os angulos A e B do triangulo plano ABC foram observadosmmciséoa'i =3™

e 0’; =4 o angulo C foi calculado por C =180°-A-B. Estime a prefigéo
do angulo C computado na expressao acima.

1equacde» C=180-A-B
{3 0} 2 variaveis (A, B)

G=[-1 -1 = 0 4

T =G*E %G =7 G=[1-1]
mvcAB = [3 0; 0 4];
mvcC = G*mvcAB*G';

01/09/2014

UC = 2’65| stdC = sqrt(mvcC)
130
* Propagacdo de Variancias e Covaridncias
I
4) Dado X 11 2 -1 A e 31 estime a prgcisdo
%| 3/-1 2|y, Y7l1 3
O obtida através da expressacZ = X + X,
_1|:2 —} S = 31 mveY =[31;13];
= v = G=[2-1-12)3;
3[-1 2 13 mveX = G*mvcY*G'
12222 - 07778 7o e
:G* *GT - L mvcZ = G*mvc.
2 Zy {— 07778 12222}
G=[1 1 Y, =G*Y,*G’ = 08889
o, = 09428 131
* Ajustamento: Método Paramétrico

I

1) O gréfico da fungédi(x)=ax3+bx2+cx+d passa pelos pontos (-2; -3,400),
(0,5;5,525), (1; 16,700), (2,5; 70,625) e (1,5; 27,900). Determine as constantes
b, ced pelo método paramétrico (MMQ), assumindo que a coordera@dsenta

de erro.
a) Vetor Lb
-2 -3,400
05 5525
1 16,700
2,5 70,625
b) Vetor Xo 1,5 27,900

132
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
c) Vetor Lo d) Vetor L=Lo -Lb

e) Matriz A

133
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
f) Vetor correcéo X

g) Vetor dos parametros ajustados h) Vetor dos residuos
134
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
No FreeMat

135
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* Ajustamento: Método Paramétrico
I

2) Ajuste a rede de nivelamento representada na figura abaixo. As altitied8
(849,948m), C (854,122m), F (855,195m) e G (860,626m) s&o consideradas fixa:
Os desniveis medidos, com elevagdo no sentido das setas, foram:4XB5m;

AC= 8,340m; AD = 6,008m; ED = 4,005m; EF = 7,428m; EG = 12,851m. Considere
amesma precisdo para todas as observacées.

01/09/2014

136

* Ajustamento: Método Paramétrico
I

a) Modelo matematico funcional

b) Matriz Lb ¢) Matriz Xo d) Matriz Lo
137
* Ajustamento: Método Paramétrico
|
e) Matriz A

h) Vetor dos Residuos V

f) Vetor das corregbes X

g) Vetor dos Parametros ajustados Xa

138
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* Ajustamento: Método Paramétrico

No FreeMat...

139
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I

3) Na figura abaixo, os pontos A (0;0)m; B (10;,0)m e C (15;,0)m tem suas
coordenadas conhecidas e isentas de erros (fixas). Os valores dasatmérvados
sdoa, = 45°00' como =2', o, = 66°48' como =2’ e a; = 41°11' como =1". A
distancia PA = 9,910m foi medida com=5mm. Os parametros (X,Y) aproximados
séo (6,4; 6,6)m. Determine as coordenadas planas do ponto P(X,Y) no ré&ferenc
AXY com suas respectivas precisoes, e analise a variancia aiposter

Y

140

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
a) Modelo matematico funcional

141
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
b) Matriz Lb ¢) Matriz Xo

d) Matriz Lo e)MatrizL=Lo-Lb

142
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
f) Matriz A

143

* Ajustamento: Método Paramétrico

I
g) Vetor dos Pesos P

144
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
h) Vetor das corregdes X

Primeira iteracae®

Segunda iteraca®

i) Vetor dos parametros Xa, apés duas iteragdes

01/09/2014

145
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
j) Variéncia a posteriori =» Observagdes foram superestimadas!
., VTPV _V'PV _
Oy =——=—"7"-"<=
n-u 4-2
k) Anélise da qualidade do ajustamento: Teste de hipStese
g . . 2 _ A2
Hipétese basica H o 05 =0,
Hipotese alternativa  H, g'g # 0"'5
~2 T
[ V' PV
Cileuo» X' =—%v=—>1= 37350
(o )
Da tabela, com a = 5% =
146
* Ajustamento: Método Paramétrico
I
I) MVC dos parametros ajustados
m) Parametros ajustados
147
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...
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* Ajustamento: Método Paramétrico

I
No FreeMat...

149

* Ajustamento: Método Paramétrico

Microsoft
Equation 3.0

150
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