86

5. Torcao

Nos capitulos anteriores foram discutidas estruturas
submetidas a forcas axiais, aplicadas na direcdo das barras
analisadas. Este capitulo vai estudar pecas submetidas a efeito
de torcao. Serao estudados tensodes e deformacoes produzidas em
pecas de secao transversal circular e nao circular, sujeitas a
acao de conjugados que tendem a torcer essas pecas.

5.1 Definicoes

Entao, existe uma torcdo quando uma secao
transversal de uma peca esta sob a acdo de um conjugado que
tende a torce-la. O plano de acdo do conjugado é o préprio da
secao transversal. Estes conjugados sdo chamados de momentos

de torcdao, momentos torcionais ou torque T,T' , figura 5.1, e
que tém a mesma intensidade T e sentidos opostos (Nash,1982).

=13

Figura 5.1 Torg¢do

O centro de torcao o € o ponto em torno do qual a secao
transversal gira. Para secdes simétricas, coincide como o centro
de gravidade. Eixo de torcao € o lugar geométrico dos centros de
torcao.
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5.2 Deformacoes nos Eixos Circulares

Um eixo circular esta fixado a um suporte por uma de
suas extremidades e aplicando-se a extremidade livre um
momento de torcdo T, o eixo gira, e a secao transversal da
extremidade apresenta uma rotagdo representada pelo angulo ¢,
chamado angulo de torcao, figura 5.2 (Beer and Johnston, 1989).

Figura 5.2 Angulo de Torgéo

O angulo de torcao, para uma certa faixa de variacdo de
T, € proporcional tanto a T como ao comprimento do eixo L.

A figura 5.3 mostra um prisma de secao circular, tendo
uma de suas extremidades fixas, submetido a um momento de
torcao T.
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Figura 5.3 Prisma de secdo circular
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Da figura 5.3, conclui-se que:

a) as geratrizes se transformam em hélices;

b) o “quadrado” se transforma em um “losango” com os
lados sofrendo a mesma deformacao angular;

c) as secdes normais permanecem planas e normais ao €ixo
de rotacado e conservam sua forma. Neste caso, € preciso
assegurar que os momentos sejam aplicados de tal forma
que as extremidades também permanecam planas sem
deformacao.

Considerando agora uma eixo circular de comprimento L e

raio ¢, que foi torcido em um angulo de tor¢ao ¢, € passa-se a

determinacao da distribuicao de tensbdes de cisalhamento na
secao transversal, figura 5.4a. Retirando do interior do eixo um
cilindro de raio p, marcando-se um “quadrado” sobre a superficie
do mesmo, sem atuacado de momento de torcao, figura 5.4b. Apés
a aplicacdo da torcdo o “quadrado” se transforma em “losango”,
figura 5.4c. No Capitulo 3, foi visto que as deformacdes de
cisalhamento em um certo elemento sdo medidas pela variacao
de dois lados; no presente caso os dois lados do elemento sao
formados por dois circulos, que permanecem inalterados. Deste
modo, a deformacao de cisalhamento y deve ser igual ao angulo
formado pelas linhas AB e A’B.

_______ T
TR R /A,R*
c[o>

(o)

=73

a b c

Figura 5.4 Deformagao de cisalhamento
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Pela figura 5.4c observa-se que quando y é pequeno, o
comprimento de arco AA’ é dado por AA’=L.y e na secao

transversal AA’= p. ¢, ou
y= p_.<|>’ (5.1)
L

onde y e ¢ sao expressos em radianos; observa-se que y €

proporcional tanto ao angulo de giro ¢ como a distancia p do

centro do eixo circular ao ponto considerado. Entado se pode
concluir que a deformacado de cisalhamento em uma barra
circular varia linearmente com a distancia ao eixo da barra.

Da equacadao 5.1, conclui-se, que y € maximo na
superficie da barra circular, onde p = ¢, entao:

c.d
e o) (5.2)
Ymax L

Das equacgdes 5.1 e 5.2, vem que

y :B',Ymax' (53)
C

5.3 Tensoes no Regime Elastico

Na analise sobre torcao de eixos circulares, nao foi
adotada até agora nenhuma relacdo entre tensoes e deformacoes.
Considerando agora o caso em que a torcdo T tem um valor tal
que as tensbes no material se mantém abaixo da tensao de
cisalhamento de escoamento t1.. Nesse caso, as tensdes no
material permanecem abaixo dos limites de proporcionalidade e
elasticidade. Entado, pode-se aplicar a Lei de Hooke, pois nao
havera deformacao permanente.

Entao, da equacao 3.3:
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=Gy, (5.4)

e multiplicando a equacao. 5.3 por G, vem:
Gy = B'G'ylnax )
(v
e da equacao. 5.4, tem se que:
=P (5.5)

A equacdo 5.5 mostra que enquanto a tensao de
escoamento (ou limite de proporcionalidade) nao for atingida, a
tensdo de cisalhamento na barra varia linearmente com a
distancia p do eixo da barra.

A figura 5.5a mostra a distribuicdo das tensdes de
cisalhamento na secao transversal de eixo circular macico
enquanto que a figura 5.5b apresenta a distribuicdo para um
eixo circular vazado, de raio interno ci, € raio externo c,.

Figura 5.5 Distribuicdo de tensdes

Da equacao 5.5 vem que, para o segundo caso:

i
Timin = 7 Tmax - (56)

¢,

E possivel demonstrar que,
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_Te

(5.7)
max J

T

b

sendo J o momento de inércia polar da secdo transversal.
Substituindo a equacédo 5.7 na equacao 5.5, encontra-se,

=P (5.8
J

que é a tensdo de cisalhamento a uma distancia p do eixo da
barra.

As equacoes 5.7 e 5.8 sao conhecidas como as formulas
da torcdo em regime elastico. Da estatica tem-se que:

1 e . .
J= _,n,c“, momento de inércia polar de circulo de raio c;

1 o . .
J= _-“-(C; —cf), momento de inércia polar de um eixo circular
2

de secao vazada com raio interno c; e raio externo c.

T = N.m,

c,p = m,

J = m*,

T = N/m?*,
o oo radianos.

5.4 Angulo de Torcdo no Regime Elastico

Considera-se inicialmente o caso de um eixo circular de
comprimento L, secdo transversal uniforme de raio c. O eixo
esta sujeito a acdo de um momento de torcéo T, figura 5.4c.

O angulo de tor¢do ¢ e a deformacédo de cisalhamento

maxima ymax €stdo relacionados por:
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c.d
=9 (5.9)
y}ﬂaX L

e como em regime elastico a tensao de escoamento nao é exigida
em nenhum ponto do eixo, pode-se aplicar a Lei de Hooke,

T <
escrevendo y __ =—", e da equagao 5.7, vem que:
™G

T _T.c

max

G IG

Y1nax = (510)

Igualando as equacdes 5.9 e 5.10, encontra-se:

_TL

- (5.11)
J.G

¢

onde ¢ € expresso radianos. A relagao obtida mostra que, dentro
do regime elastico, o angulo de tor¢do ¢ € proporcional ao
momento de torcao T aplicado no eixo circular.

A equacédo 5.11 para o calculo do angulo de torcdo so6
pode ser usada no caso de material homogéneo, para eixos de
secao transversal constante e momentos aplicados nas
extremidades da barra. Se os eixos estiverem submetidos a
momentos de torcdo aplicados em outros pontos, com secoes
transversais compostas de materiais diferentes, ou secdes
transversais variaveis, deve-se dividi-lo em varias partes, onde
cada uma delas, individualmente, satisfaca as condicoes de
emprego da equacao 5.11.

Tp Tc
B A

%

Tg E D C T,

Figura 5.6 Secdes varidveis
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No caso do eixo AB, figura 5.6, deve-se considerar
quatro partes diferentes: AC,CD, DE e EB. O angulo de torcao
total do eixo, isto €, o angulo segundo o qual a secao A gira em
relacdo a secdo B, sera obtido somando algebricamente os
angulos de torcdo de dada parte componente. Entdo o angulo de
torcao total sera dado por:

T L.
— i Bt , 5.12
¢ ZJVGi (5.12)

onde T;, L;, J; e G; correspondem a parte i do eixo.

Os eixos de transmissdo podem ser macicos ou vazados
(ocos). Por exemplo, a figura 5.7a. mostra a turbina A conectada
ao gerador B por meio do eixo de transmissdo AB. Dividindo o
conjunto nas trés partes componentes, figura 5.7b, observa-se
que a turbina exerce sobre o eixo um momento torcional ou

torque T, e o eixo exerce sobre o gerador um torque de mesma
intensidade. O gerador reage, exercendo sobre o eixo o momento

torcional contrario T', da mesma maneira que a reacio do eixo a

acdo da turbina é também o torque T'(Beer and Johnston,
1989).

1 11 [

\

Gerador Turbina

—=E .

Figura 5.7a Eixo de Transmissdao AB

Gerador Turbina
Figura 5.7b Partes do eixo de transmissdo
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Os eixos mostrados anteriormente, figura 5.4 e para a
deducao da equacao 5.12 tinham uma extremidade livre e outra
engastada a um suporte fixo. Neste caso, o angulo de tor¢éao ¢
do eixo circular é igual ao angulo de rotacdo da extremidade
livre. No entanto, quando as duas extremidades do eixo giram, o
angulo de torcao do eixo € igual ao angulo segundo o qual um
extremidade girou em relacdo a outra. Por exemplo:

Suporte fixo Extremidade fixa

Figura 5.7c Angulo relativo

Angulo de torcdo da secdo A é medido pelo angulo de
rotacao ¢ A

Para o eixo BE, que tem as extremidades livres, o angulo
de torcao € igual a diferenca entre os angulos de rotacdo ¢ N

¢ > isto €, segundo a extremide E gira em relacéo a extremidade

B. Chamando esse angulo relativo de ¢ /> vem que (figura 5.7¢)

T.L
¢E/B = (I)E _¢B = E (5.13)

Exemplo

No conjunto da figura 5.7c, ra=2.rg , determinar o
angulo de rotacao da extremidade do eixo BE, quando o
momento de torcao T é aplicado em E.

Calcula-se inicialmente o momento de torcao Tap que
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atua no eixo AD. No ponto de contato, C, das duas rodas
dentadas ocorrem duas forcas iguais e de sentido contrario, F e

F'. Sabe-se que ry=2.rg @ Tap= 2.T, onde T é o momento de
torcao do eixo BE.

F

Entao:
Extremidade D fixa = angulo de rotacao de A = ¢,

o, = T,p-L _ 2.T.L
G G
Da figura 5.7c: Arco CC’ = Arco CC” = ra.¢, = TB.(,, entdo:

r
Op =L, =20,,

Iy
entao:
4TL
=24, =——
by =2.0, 1G
E ixo BE : angulo de tor¢ao = ¢, . = ¢ Tpel _TL
no eixo : angulo de torcao 5B E/B = =—
J.G J.G

¢E/B :(I)E _¢B E>¢E :(I)E/B +¢B

_TL 4TL _STL

¢E_J.G IG IG
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5.5 Torcdo em Barras de Secao Transversal ndo Circular

As equacodes deduzidas nas secOes anteriores, para a
determinacao das tensoes e distribuicao das deformacoes
provocadas por carregamento torcional, sdo validas para eixos de
secao circular, e foi estabelecido que estas secdes transversais
permanecem planas apés a deformacdo e mantém sua forma.
Essa hipoétese depende da assimetria da barra.

Em uma barra de secao transversal quadrada, quando
submetida a uma torcao, as suas diagonais bem como as linhas
que ligam os pontos médios dos lados se conservam retas, figura
5.8. Porém, qualquer outra linha se deformara quando a barra
for torcida, devido a falta de assimetria, e a propria secao
transversal saira do seu plano original (Popov, 1976).

Figura 5.8 Barra de secdo quadrada torcida

Deste modo, as equacdes 5.4 e 5.5, que definem a
distribuicao de deformacoes e tensdes em um eixo circular de
material elastico, nao podem ser usadas para secoes nao
circulares. Assim, seria errado adotar uma barra de secao
quadrada, uma distribuicao de tensdes linear a partir do eixo da
barra, variando com a distancia ao centro da secdo, que
levassem a um maximo de tensoes nos vértices do quadrado.

A determinacao das tensdes nas barras nao circulares
submetidas a torcdo, esta além do alcance deste texto. Por
conveniéncia, indicam-se aqui alguns resultados da Teoria da
Elasticidade, para o caso de barras de eixo reto, com secao
retangular constante.

A barra da figura 5.9, tem comprimento L e lados a e b
(respectivamente lado maior e lado menor), estda submetida ao

torque T. A tensdo maxima de cisalhamento e o angulo de
torcao séo dados por:
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a>b

fa\ )
T’ T

Figura 5.9 Sec¢@o transversal ndo circular

T

Tmax = 2’ (514)
c,.ab
__ L (5.15)
c,ab’G

onde os coeficientes c; e ¢, dados na tabela 5.1, dependem da
relacdo a/b, G é€ o moédulo de elasticidade transversal. As
equacoes 5.13 e 5.14 sao validas apenas para o regime elastico.

Tabela 5.1 Coeficientes para a torgao de barras retangulares

a/b Ci C2

1,0 0,208 0,141
1,2 0,219 0,166
1,5 0,231 0,196
2,0 0,246 0,229
2,5 0,258 0,249
3,0 0,267 0,263
4,0 0,282 0,281
5,0 0,291 0,291
10,0 0,312 0,312

00 0,333 0,333
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5.6 Teorema de Bredt

“Em uma barra cilindrica vazada de secdo nao-circular
de espessura t fina, submetida a torcao, as tensodes de
cisalhamento nos pontos de uma mesma espessura, Sao
representadas por um valor médio da tensao de cisalhamento.”

A figura 5.10 mostra este caso (Gomes, 1976).

Figura 5.10 Teorema de Bredt

Este teorema conduz a uma distribuicao uniforme de
tensodes de cisalhamento ao longo de uma linha (uma espessura),
conforme mostra a figura 5.11.

T3 t3

T2

t

T
Figura 5.11 Distribuicdo de tensdes

Devido ao fato que a espessura t é muito fina, a
distribuicado de tensdes de cisalhamento ao longo da espessura
pode ser representada por um valor médio da tensado de
cisalhamento (teorema de Bredt) figura 5.12 e matematicamente
é dada por :
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Figura 5.12 Valor médio da tensao

T

- (5.16)
2t4

T

onde A é a area limitada pela linha central, ou seja, €
aproximadamente uma média das duas areas entre as paredes
interna e externa da barra.

Exercicios Propostos

1) Um eixo circular vazado de aco tem comprimento de 1,5 m e
diametros interno e externo respectivamente de 40 mm e 60
mm, conforme a figura abaixo. Qual é o maior momento de
torcdo que pode se aplicado ao eixo, para que as tensoes de
cisalhamento nao excedam 120 MPa? Qual é o valor minimo
da tensao de cisalhamento para esse caso?

/NT

T ,=30 mm

L=15m ¢;=20 mm
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

Um eixo de secdo circular de diametro igual a 4,45 cm esta
submetido a T = 10 kNcm. Calcular a tensao maxima de
cisalhamento e o deslocamento angular correspondente a 1
m de comprimento, sendo G = 800 kN/cm?2.

Que valor de momento de torcdo deve ser aplicado a
extremidade do eixo circular, figura abaixo, de modo que o
angulo de torcao produzido seja 2°, sendo G = 80GPa para o
aco.

SNT

c,= 30 mm

L=1,5m ¢;=20 mm

Calcular, para o eixo da secao vazada, do exercicio 1, o valor
do angulo de torcao que provoca uma tensao de cisalhamento
de 70 MPa na face interna do eixo, com G = 80GPa.

Considere-se um eixo de aco de diametro externo igual a 25
cm e interno 15 cm. Qual o momento de torcdo que lhe pode
ser aplicado, admitindo tmax = 800 kgf/cm?2.

Um eixo vazado, tem 3 m de comprimento e transmite o
momento de torcdo de T = 2.500 Nm e o angulo de

deformacéo ¢ nao deve exceder a 0,0303°. A tensado maxima

de cisalhamento tmax = 1,779x10® N/m?2, quais sao os
diametros externo e interno. Dado: G= 84x105 N/cm?.

Um momento de torcao de 3.000Nm é aplicado sobre uma
barra de secao circular com 20 cm de diametro externo. Qual
sera o maximo diametro interno, de modo que a tensdo
maxima de cisalhamento nao ultrapasse 600 N/cm?2.
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8) Um momento de torcdo de 3 kNm é aplicado ao cilindro
macico de bronze. Determinar:
a) maxima tensdo de cisalhamento;
b) a tensao de cisalhamento no ponto D que fica em uma
circunferéncia de 15 mm de raio;
c) a parcela do momento resistida pelo cilindro interior.

3kN

r=30 mm

L =200 rp= 15 mm

9) Um tubo de aluminio de secdo retangular 60x100 mm foi
fabricado por extrusao (pressdo). Determinar a tensdo de
cisalhamento em cada uma das quatro paredes do tubo,
quando este fica submetido a um momento de torcao de 3
kNm adotando:

a) espessura da parede constante de 4 mm;
b) que por defeito de fabricacdo as paredes AB e AC sédo de 3
mm, e as paredes BD e CD sao de 5 mm.

A 100 mm B A |, 100 mm B
3 mm
60 mm 6056
Smm — le—
4 mm
% e
C D C /|\ D
A |=_96mm—!B
i ] ‘
: 4 ! 56 mm
: 4 mm |
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10) Determinar o maior valor do momento torcor que pode ser
aplicado a cada uma das barras de latdo, figura a seguir,
adotando t,,, =40MPa .

64 mm

45 mm v ' 7

40 mm

40 mm ,

40 mm b

11) Pede-se determinar:
a) o angulo de torcao causado por um torque de 4.500 Nm,
em um eixo de  aluminio macico de 75 mm de diametro;
b) idem a parte a, assumindo que o eixo macico tenha sido
substituido por um eixo vazado como o mesmo diametro
externo e com 24,4 mm de diametro interno. O comprimento
do eixo é de 1,2 m e G= 25,5 GPa.

12) Sabe-se que as tensdes de cisalhamento admissiveis das
barras circulares AB e CD sao de respectivamente 83 MPa e
48 MPa. O momento torcor aplicado em A é de 7,5 kNm.
Determinar o didametro necessario:
a) da barra AB;.
b) da barra BC.
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)
B A

13) O eixo de secao nao constante, conforme mostra a figura, é de
aco com G = 0,84x10°¢ kgf/cm?2. Na extremidade inferior esta
aplicado um torque de 60x103 kgf.cm, e na secdo B, o torque de
90x103 kgf.cm com os sentidos indicados na figura. Determinar a
tensdo maxima de cisalhamento em cada um dos trechos da
secao constante, e os angulos de torcdo em B e C.

engastada
Secao A
B
10,16cm 100 cm
Secao B

7,62cm D

Secao C T
éﬁ <

T

14) Um eixo macico de aco, de secdo transversal circular, é
envolvido por um tubo de cobre, rigidamente ligado ao aco. O
conjunto esta solicitado a torcdo. Sabendo-se que o cobre
absorve 1,5 vezes o momento de torcdo absorvido pelo aco,
pede-se determinar a relacdo entre os diametros externo e
interno, do tubo de cobre. Para o cobre G = 0,42x106
kgf/cm?, e para o aco, G= 0,84x100kgf/cm?.
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Respostas dos Exercicios Propostos

1- 4,08 kNm; 80 MPa.

2- 578 N/cm?; 1,869.

3- 1,901 kNm;

4- 3,760,

5-2,136x10°6 kgfcm.

6- 0,20 m; 0,24 m.

7- 18 cm.

8- 70,74 MPa; 35,37 MPa; 6,25%.

9- 69,8x10°0 N/m?; 93x10° N/m?2; 55,8x100 N/m?2.
10- 532,5 Nm; 414,4 Nm; 555Nm.

11- 3,9069; 3,9530,

12- 77,21 mm; 92,67 mm.

13- 145,7 kgf/cm?; 690,6 kgf/cm?; 0,6700°.

14- 2.



