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7. Aplicacao da Resisténcia dos Materiais em Geodésia

Uma estrutura geodésica constitui-se de uma rede de
pontos materializados no terreno, cujas posicoes foram obtidas
por meio de observacoes e calculos rigorosos.

Em algumas aplicacdées € importante o estabelecimento
de um controle de possiveis movimentos nesta estrutura, um
exemplo, sdo os deslocamentos das placas tectonicas.
Assumindo a estrutura geodésica como um corpo, entdo
qualquer mudanca na forma, dimensao e posicdo trata-se de
uma deformacao.

Uma das formas de identificar as deformacoes de uma
estrutura geodésica é através da aplicacdo dos conceitos da
Resisténcia dos Materiais nos deslocamentos detectados por
levantamentos em épocas diferentes. O resultado desta técnica
vem através de parametros que identificam tracdo e compressao
(e outros) sofridos pela estrutura nos pontos analisados.

7.1.1 Parametros de Deformacao

A determinacao das deformacoes de um corpo (ou de uma
estrutura) podem ser descritas em termos de tracdo, compressao
e cisalhamento, isto é, medem-se as alteracbes sofridas pelos
comprimentos de segmentos de retas e pelos angulos entre eles
(Silva, 1986).

A deformacao de um corpo, por tracdo ou compressao sob
a acao de cargas multiaxiais, € definida como a razao entre a
variacdo do seu comprimento pelo comprimento original. Deste
modo, as deformacées especificas de um prisma (figura 7.1), ao
longo de cada um de seus eixos coordenados sob a acdo de uma
forca de tracao P no sentido do eixo y sao:
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y
Figura 7.1 Trag@o e Compressdo
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O mesmo acontece na outra extremidade do prisma.
A figura 7.2 mostra a deformacao por cisalhamento em
relacdo ao eixo X e é dado por:

— ,
/ 0 7,
| L

Figura 7.2 Cisalhamento
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Vi = tan(®—0") (7.2)
ou
Ve 200 (7.3)

e de modo analogo, obtém-se yxz € 7yyz.

Ressalta-se que os parametros ex, €v, €z , Yxy , Yxz, YvZ
mostram como se comportam os segmentos Lx, Ly, Lz na
vizinhanca préoxima do ponto analisado.

7.1.2 Parametros Basicos de Deformacao

A geometria de deformacdo descrita na secao anterior é
feita através dos parametros apresentados pelas equacdes 7.1,
7.2 ou 7.3 as quais determinam as alteracdes sofridas por trés
segmentos infinitesimais de reta (mutuamente perpendiculares
antes da deformacédo), que se interceptam no ponto analisado.
Deste modo, os parametros que descrevem esta geometria, sao
definidos a partir de trés funcdes basicas u(x,y,z), v(x,y,z) €
w(x,y,z) as quais sao continuas e analiticas, e representam os
deslocamentos sofridos pelos segmentos dx,dy,dz.

A figura 7.3 apresenta um corpo num sistema
bidimensional, mostrando os deslocamentos representados pelas
funcdes u(x,y) e v(x,y) como também distor¢cdes angulares
representadas pelos angulos o e [ . Os parametros de
deformacao podem ser expressos como derivadas parciais de
primeira ordem das funcoes deslocamento u(x,y) e v(x,y).
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Figura 7.3 Deslocamentos e distor¢des angulares

A deformacéo especifica na direcao do eixo OX é dado por
(Kuang,1996):

=0 7.4
e T o (7.4)
e generalizando para o caso tridimensional, tem-se que:
ov
Ey = a_y s (7 . 5)
ow
,=— 7.6
" (7.6)

A distorcao angular é determinada em funcao dos
angulos o e B e para pequenas deformacdes, vem que:

a2t (7.7)
oy
p=2", (7.8)
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e a deformacéo de cisalhamento no plano XY é dada por:

L (7.9)

ny = ’ny ay aX 2

e por analogia em relacao aos planos XZ e YZ, vem:

L, o 0w 7.10

sz sz oz Ox ( )
ov ow

YyZ:Yzy:a_z+ay' (7.11)

Pode-se agrupar os elementos basicos de deformacao em
forma da matriz E, chamada de Tensor de Deformacao (de
segunda ordem). Entao tem-se (Kuang, 1996; Santos, 1999):

a
ox Oy 0z

E= N N , (7.12)
ox Oy o0z
oW ow ow
| Ox Oy 0z |

e esta matriz pode ser decomposta analiticamente utilizando-se
de uma propriedade dos tensores de segunda ordem, isto &, todo
tensor de segunda ordem pode ser decomposto na soma de
outros dois tensores, sendo um simétrico e outro anti- simétrico
(Vanicek and Krakiwisky, 1986). Entdo, para um caso bi-
dimensional:
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o 1o o 1@,
_ ox 2 0y Ox oy X
E= L ou v o 1 Y a o , (7. 13)
&g 2 —E-) 0
ou de um modo mais compacto,
E=¢+0 (7.14)

onde a matriz ¢ € chamada de Tensor de Deformacao Simétrica e
representa a deformacdo enquanto que ® é denominada de
Tensor de Deformacao Anti- Simétrica representando o angulo de
cisalhamento.

7.1.3 Parametros de Deformacdo em Estruturas Geodésicas

As secOes anteriores descreveram como € possivel
determinar a deformacdo de um corpo, quando sujeito a um
carregamento através de seus parametros de deformacdo. Estes
conceitos também podem ser aplicados para analisar
deslocamentos em estruturas geodésicas provocadas ou por
movimentos, por exemplo, de placas tectonicas ou detectados
quando compara-se dois conjuntos de coordenadas oriundos de
ajustamentos em épocas distintas.

Para a aplicacdo dos parametros de deformacdo em
estruturas geodésicas, duas hipdteses serdo adotadas (Silva,
1986):

a- Admite-se que o processo de deformacao subtendido
pelas estruturas geodésicas, seja regido segundo as
teorias de deformacao homogénea e infinitesimal.
Considera-se a vizinhanca de um vértice de uma
estrutura todos os vértices a ele conectado, figura 7.4;

b- A ordem de grandeza dos deslocamentos relativos de
dois vértices vizinhos é pequena em comparacdo com
a distancia que os separa.
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Figura 7.4 - Vizinhangas do ponto P

Entao, o modelo matematico da funcao deslocamento é da
forma:

V(xy), (7.15)

que tem como componentes em relacdo a um sistema de
coordenadas adotado:

u=u(x,y) , (7.16a)
v=Vv(X,y), (7.16b)

no caso um sistema bidimensional. Estas funcoes podem ser
desenvolvidas em um polinémio de primeira ordem, isto é:

u=u(x,y)=ao+a1(X-Xo)+az(y-yo) , (7.17a)
V=V(X,Y)=bo+b1(X-Xo)+b2(y-Yo) , (7.17b)

onde (xo,yo0) sdo as coordenadas do vértice analisado e é a origem
de uma sistema local de coordenadas, (x,y) as coordenadas do
vértice vizinho. Os coeficientes ai, bi, az, by podem ser
aproximadas pelas derivadas parciais da funcdo deslocamento
que integram o tensor de deformacdo. Entao:

a1=@, (7.18a)
ox
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ou
a2:gy (7.18b)
b= (7.18¢)
0xX
ov
b=t (7.18d)

e ap, bp sao funcoes das coordenadas do ponto analisado, ou
seja:

a =u(x .y ). (7 192)
0 0’70
b, =Vv(X,,¥,) (7.19b)

Para a determinacdo dos parametros de deformacao,
considera-se conhecido o valor da funcao deslocamento em todos
os vértices da estrutura. A obtencdo desses valores pode ser
feita, por exemplo, comparando-se observacbes coletadas em
duas épocas diferentes, ou seja, para os ajustamentos (1) e (2) ,
tem-se que (Santos, 1999):

u=ux,y)=x -x', (7.20a)

v=v(x,y)=y -y (7.20Db)

O céalculo dos parametros de deformacao (ai, bi, az, bo)
pode ser obtido através das equacodes 7.17a e 7.17b, para a
vizinhanca de cada vértice a ser analisado. Deste modo,
considerando-se os n vértices vizinhos ao ponto P, de
coordenadas (Xo,yo), as equacoes 7.17a e 7.17b tornam-se (Silva,
1986; Santos, 1999):

ux -y)=a +a (x -x)+a (y -y ),
1 1 0 1 1 0 2 1 0

vV(x —y)=b +b(x -x )+b (y -y),
1 1 0 1 1 0 2 1 0
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u(xn —yn) = ao +al(xn —XO)+e12(yn —yo),

v(xn —yn) = b0 +b1(xn —XO)+b2(yn —yo), (7.21)

ou de forma matricial:

_u(XHYI)_ _(Xl -X,) (Y1 —Yo) 0 0 9
V(Xpyl) 0 0 (Xl _XO) (Y1 _YO) a, bO
= . . . . a, |+| - | (7.22)
b,
) . . ) . b,
u(Xn9Yn) (Xn _XO) (Yn _YO) O 0 a'0
_V(Xn7Yn)_ L O O (Xn _XO) (yn _YO)_ _bO_
ou ainda:
d=Ae+c, (7.23)

onde d(znx1), A(an4), €4x1) € C@2nx1). A solug:éo da equag:éo 7.23 é
dada por:

e=—(ATA)'AL, (7.24)
com L=c-d,

e a solucdo da equacao 7.24 conduzird aos parametros de
deformacao das equacoes 7.18.

A interpretacdo do significado dos parametros de
deformacao pode ser feita através da respectiva representacao
visual. A técnica para representacdo da deformacao simétrica é
similar a elipse de erros formada a partir do resultado de um
ajustamento por minimos quadrados (Gemael, 1994). Para a
rotacdo diferencial, se faz uso de arcos de circunferéncia. Deste
modo a elipse de deformacao é definida a partir dos seus eixos
principais de deformacdo que tém a direcdo dos autovetores do
tensor de deformacdo simétrica. Os valores de seus semi-
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eixos maior e menor sao os autovalores do referido tensor. Entao
tem-se que (Silva, 1986):

1

Xmax:5(8x+8y)+m5 (7.25)
1

)\.min =E(8x+8y)_ma (726)

; 12
sendo m=|—( -¢ )1/2 +€2xy .
4 x Y

A orientacado da elipse de deformacao, que orienta o seu
eixo maior, é dada por:

L (Sx - Xmax):l' (727)

Exy

tan 0 = —

O tensor de deformacao admite autovalores positivos e
negativos representando tracao e compressao, respectivamente.

Exemplo.

Apdés ajustamentos distintos de duas poligonais,
realizadas em épocas diferentes, (1) e (2), detectou-se um
deslocamento da estacdo O, situada sobre uma ponte. Calcular
os valores maximo e minimo de deformacdo, bem como a
orientacdo da elipse de deformacao. Dados as coordenadas UTM
dos pontos 1, 2, O(1) e O(2):

Ponto E (m) N (m)

O(1) 673.950,000 7.187.550,000
0(2) 673.950,090 7.187.550,080
1 668.960,000 7.186.770,000

2 679.940,000 7.185.940,000
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S—época
Dados: E P—ponto

E) = 673950,000m; E, = 668960,000m;
N)=7187550,000m; N, = 7186770,000m;
E2 = 673950,090m; E, = 679940,000m;

N2 =7187550,080m; N, = 7185940,000m.

Da equacao 7.23 tem-se que:

(E; -Eg) (N, -Nb) 0 0
As| O 0 (B;-Eg) (N -No)|
(E, ~Ep) (N, -Ng) 0 0
0 0 (E, ~Eg) (N, -Ng)

, (a ser determinado)
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El-E! E; -E| 0
2 1 2 1
c=|No—N, ) d=|Ni =N , a=10 , ¢ nulo pois os
E. -E! E; -E} 0
N2 -N! N; -N, 0
pontos 1 e 2 s@o fixos.
0 [—4990 -780 0 0 a 0,09
oj_| O 0 —4990 780 | |a,|4| 0,08
0 5990 -1610 0 0 b, 0,09
0 0 0 5990 -1610| |b, | |0,08
S ~ s e
d A e c

e da equacao 7.24,

e=-(ATA)'ATL,

1
]

au
ox
0,059 o
e=| %777 Ix10%=| oy |.
0,052 v
0,690 ox
v
oy

Calculo da elipse de deformacao.

Das equacoes 7.13, 7.25, 7.26 e 7.27 tem-se:
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€, - 0,059x10-* strain,

€xy = 0,415x10-* strain,

gy = 0,690x10-4 strain,

m = 5,21x10-5 strain,

Amax = 8,966x10-5 strain, (tracao)

Amin = 8,966x10-5 strain, (compressao)



132

Orientacao da elipse dos erros.

tan § = {i (6.~ xmax)} —0=63,6°
Sxy

lfnin

Moy

Os parametros de deformacao mostram, em cada vértice
da Estrutura Geodésica , variacdo (média de escala) das
distancias entre o ponto analisado e a sua vizinhanca. Estes
parametros sao admensionais para os quais adota-se uma
unidade especifica, o strain. Para fins de interpretacao dos
resultados, usam-se os seus sub-multiplos , isto €, o ustrain.
Como os parametros de deformacdo representam variacoes
relativas de uma grandeza linear , o pstrain vai afetar a sexta
casa decimal dessas variacoes, ou ainda, em ppm ( 1 pstrain =

1ppm).

7.2. Aplicacao do Circulo de Mohr na Analise de Erros

Analise de erro é wuma parte fundamental em
levantamentos geodésicos, pois nenhum deles € completo se
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nao houver uma verificacdo matematica sobre a ocorréncia de
algum tipo de erro. A analise de erro, geralmente envolve um
ajustamento dos dados coletados para determinar o valor mais
provavel (VMP) das posicoes dos pontos levantados. A precisao
do posicionamento pode ser descrita pela magnitude de regides
de confianca em torno do VMP, e o ajustamento oferece
informacoes para determinar as dimensdes de uma elipse de
erros, centrada no VMP, associada a um nivel de probabilidade
ou confianca, dentro do qual o ponto se situa. Geralmente,
aplica-se o método dos minimos quadrados para o ajustamento
(Haug, 1984).

Nesta secdo, a técnica do circulo de Mohr (TCM) é
utilizada como uma técnica alternativa para analise de erro. O
desenvolvimento de férmulas basicas é muito simples com esta
técnica, e também, é possivel obter informacdo sobre a direcao
da elipse de erros. O circulo de Mohr é apresentado graficamente
usando simplesmente um compasso e uma régua.

Através do processo de ajustamento por minimos
quadrados, € possivel determinar o VMP, por meio da solucao de
um sistema de equacdes normais, como correcoes a Sserem
aplicadas a valores iniciais as coordenadas das posicoes (sdo as
observacodes). Aplicando o método paramétrico (Gemael, 1994), a
solucao para o vetor X é dada por:

X=—(A"PA)'ATPL, (7.28)

onde A é a matriz das derivadas parciais, P € a matriz dos pesos
e L o vetor das observacoes.
A determinacdo do VMP deve vir acompanhado de um

. . o~ 2 . .
indicador de precisdo, no caso (ATP A)! e O, (variancia a

priori), que fornecem informacdées sobre a precisdo do
posicionamento no levantamento.

Os valores da varidncia-covaridancia para a precisao no
posicionamento pode ser obtido (para um ponto), para um caso
tridimensional, por:



Y. =c(ATPA)" = o3, o, | (7.29)

A matriz X, equacao 7.29, € chamada de variancia-
covariancia, onde as variancias ocupam a diagonal principal e as
covariancias os elementos nao diagonal.

Com a matriz variancia-covariancia, pode-se determinar
o limite de probabilidade, sendo a elipse a figura ideal para este
proposito. A area dentro da elipse é descrita como uma regiao de
confianca, isto é, existe uma probabilidade que a posicao esteja
dentro da elipse. A figura 7.5 mostra esta elipse que define a
regido de confianca, onde os erros maximo e minimo obtidos do
ajustamento, encontram-se sobre os semi- eixos maior e menor,
respectivamente, e a orientacao é dada pelo angulo ¢.

Y
YJ’ Xf

Oy o
Mo

Figura 7.5 Elipse dos Erros

A TCM para a analise de erro (o calculo da precisdo no
posicionamento) é fundamentado na varidncia e covariancia.
Estes valores sédo obtidos, ap6s o ajustamento por minimos
quadrados, por meio da equacao 7.29 . Desenha-se um sistema
de eixos: o horizontal, onde a abscissa representa a variancia, e o
vertical , com a covariancia representada pela ordenada, figura
7.6. Considerando dois pontos, P e Q, diametralmente opostos de

. 2
modo que as coordenadas de P sejam, ©,,0, e as
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2 - 2 2
coordenadas de Q,Gy 1Oy - Admitindo que, o} > G, e 0, >0, 0

segmento de reta que une os pontos P e Q definem o didmetro do
circulo de Mohr para a estacao. As variancias principais, maxima
e minima, sado encontradas graficamente, construindo-se um
circulo contendo os pontos P e Q, com centro C. A linha CP
representa a direcéo P, e a linha CQ a direcao Q. O angulo 2¢ €
PCP’ e o ¢ € dado por PBP’.

covariancias, O xy

.\:\_ .............................
2
P(GX,GXY)
nymax
N
0 A variancias,
| 2 2
i i Oxx>Oyy
2 N 1
Gmin 1
Qlo é
N e 2 -

Figura 7.6 Circulo de Mohr

Entao, pelo circulo de Mohr, utilizando uma escala
conveniente, uma régua e um transferidor obtém-se:



e Variancia maxima (régua)
62 = AO; (7.30)

e Variancia minima (régua)
o2 =OB; (7.31)

e Relacao angular (transferidor)
20 = PCP’, 7.32)
e os resultados das equacoes 7.30 , 7.31 e 7.32 sao idénticos

aos fornecidos pelas equacodes 7.33 ,7.34 e 7.35 usadas para a
construcdo da elipse de erros encontras na literatura geodésica.

Ol =5 (@4 +0} (0%~} +daky), (7.33)
2 _1 2 2 \/ 2 232 4 452
Omn == (0x +0y —4/(0x —0y)” +40% ), (7.34)
2c,,
tan 2¢ = ———. (7.35)
c, -0,

A tabela 7.1 apresenta a definicdo do quadrante da direcdo do
ponto P (Santos, 1984). Deste modo, o circulo de Mohr é dividido
em quadrantes, figura 7.6, indicados pelos nimeros romanos e

os sinais dos valores O, € (0. - cyz ) que definem a direcéo P.
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Tabela 7.1 Definicao do quadrante da direcao para P.

Valor Sinal Quadrante para P
+
ny
(o3 -<3)
ox ~Oy + I
G, +
) ) II
(GX ~ Oy ) -
G -
L 11
(Gx — Oy ) -
G -
L v
(0 x O ) +

Exemplo

Um levantamento foi efetuado, no qual dois pontos A e B foram
ocupados, objetivando a determinacdo de um ponto C. As
observacodes coletadas (angulos e distancias) foram ajustadas, e o
valor mais provavel do ponto C foi obtido, associado a matriz
variancia covariancia:

3,510 0,500 s
= mm-.
0,500 1,800

ve

a) Calcular graficamente o valor das varidncias e covariancias
maximas e minimas, bem como o angulo de orientacdo da
direcao P; b) Desenhe a elipse dos erros.

Quadrante da diregdo P= 6., >0 ; o, -0, >0 = 1° quadrante

Escala : 1cm = 0,5 mm?
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»
»

Comgrm>

20=27°

2 2
O med =2,7Mmm

b) Elipse dos erros.

6,.-1,94mm=a

6,,=1,28 mm= b

¢=13,50

Als2 =375 mm?

max

><V



139

Exercicios Propostos

1) Um levantamento foi efetuado, no qual dois pontos A e B
foram ocupados, objetivando a determinacdo de um ponto C. As
observacdes coletadas (Angulos e distancias) foram ajustadas e o
VMP do ponto C foi obtido, associado a matriz variancia
covariancia. Calcular graficamente o valor das varidncias e
covaridncias maximas e minimas, bem como o &angulo de
orientacdo da direcao P, para os seguintes casos:

5,31 0,50 5
a) Ly = mm”.
0,50 6,29

{4,650 o,zoo} ,
b) X, = m

0,200 5,410

3,510 0,500 )
c) Ly = mm-°.
0,500 1,800

3,58 1,61 5
d) X, = mm-.
L6l 216

e) ve =

{1,943 —0,604} 5
m .

-0,604 0,494

4,018 2,296 5

f) Ly = mm-.
2,296 1,722
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Respostas dos Exercicios Propostos

1) a- 6,5 mm?; 5,1 mm?2; 0,7 mm?2; -23°.
b- 5,45 mm?2; 4,60 mm?2; 0,43 mm?2; -280.
c- 3,75 mm?; 1,65 mm?2; 1,0 mm?2; 13,50,
d- 4,7 mm?; 1,2 mm?2; 1,8 mm?2; 330°.
e- 2,2 mm?2; 0,3 mm?; 1,0 mm?2; -190,
f- 5,4 mm?2; 0,3 mm?; 2,8 mm?2, 320,
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